Jorg Roth

Thema: Approximation nach der Methode der

kleinsten Fehlerquadrate

Facharbeit in Mathematik

Lehrer : Frank



Schule: Max Planck Gymnasium Schul jahr: 1983/84
Kurs: 12/2

Fach: Mathematik

Name des Schiilers: Joérg Roth
Thema: Approximation nach der Methode der kleinsten

Fehlerquadrate

Name das Fachlehrers: Frank
Ausgabetermin des Themas: 24,2,1984

Abgabetermin der Arbeit:

® 8 8 &8 8 088 S0 S0 88 e e AN L B B B B B BN B I BN BN B AR B A N A

(Unterschrift des (Unterschrift des
Schiilers) Fachlehrers)

Die vorliegende Facharbeit wurde am ...sssecessse €ingereicht,

NO'I:B:..-.---n--.o.o-uluu/oo-ooooao Punkte

LR O B B BN B B B B B B O O B B O B B AN N

(Unterschrift des Fachlehrers)



Inhaltsverzeichnis

Einleitung.‘...........l.........l.....C..l..-........‘

Kapitel

1: Beschreibung des Verfahrens kleinster

Fehlerquadrate..............l.............I..........'z

Kapitel

2: Anwendung des Verfahrens am Beispiel

einer trigonometrischen FUunKtioN..cssseccccsscssssceeassht

Kapitel

32 ﬁbertragung des Verfahrens auf eine

Rechenmlage..-.......I.....I..............I........-.6

Teil a:

Teil b:

Teil c:

Kapitel
Teil a:
Teil b:
Teil c:

Allgemeine Erléuterungen...........---.o-...-.6
Anpassungen; das Gauflsche Eliminations-
verfahren.cessceccssscscsssscsscscasssssscacsccel

REChEHaufwandoot.ooao-o-ool.'.-t-a-o-oa00000008

l‘: FEhler-......'.-..'........................9
AllgemEin...........-.....-...-.......-..--..-9

Varfahrensabhéngige FEhler.--o-...--non-nnc..To

Rechnerspezifische Fehlere.esessscsceccsscscsscs 12



-]

Einleitung

Die Approximation, also die Anndherung gegebener Punkte
oder Funktionen durch eine neue Funktion, spielt heut-
zutage eine wichtige Rolle in der Wissenschaft und Ma-
thematik,
Die bedeutendsten Einsatzgebiete sind:
1. In der Naturwissenschaft:
In vielen Naturwissenschaften werden Versuche ge-
macht, bei denen empirische Daten ermittelt werden.
Von diesen Daten ist bekannt, dafl sie mit einem Mef-
fehler behaftet sind, Um jedoch den rechnerischen
Zusammenhang der Daten zu erhalten, mufl ein Funktions-—

term gefunden werden, der alle MeBpunkte mdglichst
gut anndhert.

2. In der Mathematik:
Oft sind Funktionen zu kompliziert um gezielte Aus-
sagen zu treffen wie z.B, iliber Nullstellen oder Ab-
leitungen usw. Man sucht daher eine neue Funktion,
die in etwa dem Verlauf der ersten Funktion gleicht,
aber viel einfacher aufgebaut ist.

3. In der Informatik:
Rechenanlagen konnen z.B. trigonometrische Funkti-
onen nicht direkt berechnen, da sie alle mathema-
tischen Operationen auf die Addition und die Multi-
plikation zuriickfiihren miissen, Es gilt hier eine,
fir den Computer berechenbare Funktion zu finden,

die trigonometrische Funktionen angleicht,

Die Punkte 2 und 3 sind von mathematischem Interesse
und sollen hier untersucht werden, Zum Berechnen der
gesuchten Funktion gibt es viele Verfahren, Das wich-
tigste und auch bekannteste diirfte das Verfahren Klein-
ster Fehlerquadrate sein, Um die Menge der miglichen
Funktionen einzuschrinken, werden im folgenden trigo=-

nometrische Funktionen der Form
f(x):al-sin(b1x+c1)+a2-sin(b2x+c2)+...+an-sin(bnx+cn)

untersucht, die durch ein Polynom beliebigen Grades

angendhert werden,
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Kapitel 1:
Beschreibung des Verfahrens kleinster Fehlerquadrate‘

) 2)

Wir nehmen an, die Punkte (xXj,y3),(x2,¥2)y eoo (X5,¥n)
wdren gegeben. Diese Punkte konnten z.B. die Ergebnis-

se eines naturwissenschaftlichen Experimentes sein, Mam
kénnte sie sich aber auch dadurch entstanden denken,
dal verschiedene Argumente x4 in eine zu approximieren-
de Funktion f eingesetzt wurden, um so die Werte Y3 2zu
erhalten, In jedem Fall scll ein Polynom gefunden wer-
den, das alle Punkte mdglichst gut anndhert,

Das Polynom soll vom Grad m sein und die Form

p(x)=a0+a1x+a2x2+..g+amxm
haben.
Beide Funktionen, f und p, sollen sich in etwa glei=-
chen d.,h, die Funktionswerte gleicher Argumente sollen

nahe beieinander liegen. Als MaB konnte man die Summe

aller absoluten Fehler nehmen, alse

s=_§ | p(xg)-£(x;)]

Da sich der Betrag jedoch sehr schlecht ableiten 1af0t
(was spédter notig wird), greift man auf die Quadrate

der Fehler zuriick, Man efhilt:

n
2
S=:E: (p(x3)-1f(x3)) (daher:kleinste Fehlerquadrate)
i=1

oder
n
S=;i; (ao+a1xﬁa2x?+,..+amx?_yi)2
Diese Summe S soll nun mbéglichst klein sein, Eine Funk=-
tion hat ein Extrem, wenn die erste Ableitung gleich
Null ist, Da die Abweichung S unendlich groB werden kann,
mufl bei einem Extrem ein Minimum vorliegen, Da S aber

von vielen Variabeln abhidngt (a_ bis a_ ), erhdlt man das
Minimum, indem man S partiell nach diesen Variabeln ab-

leitet.
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Man erhdlt folgendes Gleichungssystem:

n

P}
aasa QZ(a +a1x +a.2x12+ooo+a 1 —-yi)=0

= £§:(a°+a1xl+a2x12+...+amx M_y;)xy=0

h

n
2
L ; agtaixj+tapXy +--°+amxim—Yi)xim=°

formt dieses System noch etwas um

n n n
ao E xi +a 1 E Xiz +a2 xiB taoe o+am§ lxlnl-l-
i=1 i=1 i:;
n EL Il
m § m+2 E
i=1 = 1=

Man fiihrt nun eine neue Bezeichnung ein:

n
sk=;£;xik (k=0471y4402m)

n
k=§ :xik}'i (k=°’1!"‘m)

Damit ergibt sich folgendes Gleichungsystem:
808p *agsq *8pspy  teeetapsy =t
8,851 +ajysp +aps83 teeetqEsp, 1=ty

a g +a1s +cca+am32m =t

m+1+azsm+2

n n n o ¥
2.1 2, 2 x;? D x"
ao +a1 X4 +ao X4 tesotany X5
i i=1 i=1 i=1

n
=2 v
i=1

n

Xi¥i
i=

n
:E:xl ¥
i=1
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Dieses System 1l&ft sich eindeutig 1l6sen und man er-
h&lt die Koeffizienten 32194002, ydie das Polynom mit

der geringsten quadratischen Abweichung zur Urfunktion
bilden,

Da das Lbsen eines linearen Gleichungssystems ab einer

gewissen GroBe aufwendig wird, sei hier auf das GaufB3-

sche Eliminationsverfahren verwiesen (Kap. 8 Teil b).

Kapitel 2:
Anwendung des Verfahrens am Beispiel einer trigono-
metrischen Funktion

Will man eine Funktion f approximieren, sind folgende
Punkte einzuhalten:

1. Erzeugung von Stiitzpunkten
Da die Funktion f an sich ungreifbar ist, =zieht
man eine bestimmte Anzahl Punkte (x;,y;) heran,
die alle auf dem Funktionsgraph liegen, sogenannte
Stiitzpunkte., Je dichter diese Punkte liegen, je
mehr Punkte also berechnet werden, umso besser re-
prasentieren diese Punkte mnatiirlich den eigentlichen
Graph. Der Rechenaufwand steigt dann aber auch, so
dafl ein geeigneter KompromiB zwischen Genauigkeit
und Arbeitsaufwand gefunden werden‘muB. (Kap 4 Teil
c)

2., Bestimmung der Variabeln S und tk nach den Formeln
aus Kap, 1

3. Das so gewonnene Gleichungssystem lOsen

Diese drei Punkte werden nun auf ein Beispiel ange-
wandt., Die Funktion f(x)=sin x soll im Intervall
[o;j] durch ein Polynom 2ten Grades angendhert wer-
den, Die Rechnungen werden mit zwei Nachkommastellen

durchgefiihrt,

Punkt 1:
Die Anzahl der Stiitzpunkte soll 7 betragen, also n=7.
Damit erh#lt man folgende Wertetabelle:

xfo  loy5 |1 |1,5 ]2 2,5 |3 |
y"o,oolo,h&lo,Shl1,00'0,91,o,60|0,1h|

(Der Sinus wurde im BogenmaB berechnet)
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In diesem Fall liegen benachbarte Argumente jeweils 0,5
Einheiten entfernt d.,h. die x-Koordinaten der Punkte
liegen gleichmiBig auf dem Intervall [o0;3] verteilt. Das
ist jedoch nicht unbedingt erforderlich, denn bei dem
Verfahren ist keine Bedingung an die Verteilung der Stiitz-
punkte gestellt, Die Punkte geben aber dann den Verlauf
der Funktion am genausten wieder, wenn die Zwischenrdu-
me gleich gehalten werden, Bilden sich n&mlich zu grofle
Liicken, kann die Funktion ihren Verlauf stark &dndern,
ohne dafB sich die Verdnderung in den Stiitzpunkten nieder=
schlédgt.

Punkt 2:

Um die Variabeln Sy und t;, zu berechnen wendet man am

besten folgendes Schema an:

S S R S S E T yixi | vix3®
1|1 o o o o 0,00 0,00 o,oo_-
2|1 0,5 0,25 0,13 0,06 o,48 0,24Hﬂ_o,12
3|1 1 1 1 1 0,84 0,84 0,84
L1 1,5 2425 3,38 5,06 1,00 1,50 2,24
5|1 2 L 8 16 0,91 1,82 3,64
6f1 2;5 6,25 15,63 | 39,06 |[lo,60 1,50 3,74
7)1 3 9 27 81 0,14 o 42 1,27

Z 7 To,5 | 22,75| 55,13 | 142,19(|3,97 | 6,32 | 11,86

=8, =81 =89 =53 =85), =ty =t4 =to

Punkt 33

Man gelangt zu folgendem Gleichungssystem:

Ta_+ 1lo,5a4+ 22,75a,=3,97
lo,5a+ 22,75a4+ 55, 13a,=6,32
22,75a,+ 55,13a9+142,19a,=11,86

Dieses System hat die Losung
8o==0,023 , a1=1,28 , as==0,41

Die Parabel, die den Sinus zwischen o und 3 anndhert
lautet also

y==0,023+1,28x-0,41x?
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Kapitel 3
Ubertragung des Verfahrens auf eine Rechenanlacge

Lo d

a] Allgemeine Erliauterungen
Rechenanlagen bieten sich besonders fiir die Bearbeitung
numerischer Verfahren an. Manche Verfahren lassen sich
erst durch den Gebrauch eines Computers sinnvoll einset-
zen, Dazu gehort auch das Approximationsverfahren klein-
ster Fehlerquadrate, Man denke nur, das Beispiel aus

Kap. 2 miiBte mit einem weit hoheren Grad berechnet wer-
den., Der Punkt ist schnell erreicht, wo das zu l&sende
lineare Gleichungssystem so groBe Ausmafie annimmt, daB

es nicht mehr sinnvoll von Hand geltft werden kann, Eine
Rechenanlage hingegen kann das gesamte Verfahren leicht
bearbeiten, denn obwohl der Weg vielschichtig und Kompli-
ziert ist, besteht er in einer strikten Abfolge von be-
stimmten Arbeitspunkten.

Ein Nachteil der Rechenanlagen ist die niedrige Rechen-
genauigkeit, So haben z.B, die meisten kleineren Rechen-
anlagen nur 6 gesicherte Nachkommastellen d.h. schon die
T7te Stelle hinter dem Komma ist mit einem Fehler behaftet.
Das erscheint auf den ersten Blick gering, jedoch muf be=-
achtet werden, daB sich die Fehler im Laufe das Programms
aufaddieren im Besonderen bei Algorithmen in denen Rechnung-

en sehr oft wiederholt werden also z.B., beim L@sen eines

linearen Gleichungssystems, (Genaueres siehe Kap. 4)
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b) Anpassungen; das GauBsche Eliminationsverfahren

Fast alle Arbeitspunkte des Verfahrens lassen sich

ohne grofie Verdnderungen auf Computer iibertragen. Beim
LL6sen des linearen Gleichungssystems st6B8t man jedoch
auf Probleme. Da ein Computer keine selbstdndigen Schliis=
se ziehen kann, ist er auch nicht fdhig zu entscheiden,
welche éperationen"das Gleichungssystem letztendlich

auf die gewiinschte Dreiecksform bringt. Gesucht ist also
ein Verfahren, das zu jedem beliebigen Gleichungssystem
die Dreiecksform liefert. Geeignet ist hierzu das Gaull-
sche Eliminationsverfahren:

Gegeben sei ein Gleichungssystem der Form

&21311'!'&223{24".. .+a2nxn=b2
an1x1+an2x2+..g+annxn=bn

Wir nehmen an, 244 sei ungleich Null, Sollte das nicht
der Fall sein, kann eine beliebige andere Zeile i fiir

die gilt a;q %0 mit der ersten getauscht werden,
Die oberste Zeile wird nun durch 844 geteilt und man

erhédalt:

T} n _}_’_4__
JC'|+ a“X2+...+ % = a4‘

Diese so verdnderte erste Zeile wird nun verwendet, um

in allen nachfolgenden Zeilen die erste Spalte auf Null
zu setzen, Bei der zweiten Zeile z,B, geschieht dies in-
dem die erste Zeile zuerst mit 2,54 multipliziert wird und

dann von der zweiten Zeile abgezogen wird. So erhidlt man:

L]
x1+a12x2+. . .+a;nxn=b.'|

' x =b!

a' x +.00+a
27°°* " Ton™n 2

2

' '
an2x2+"'+annxn—bn

(die neuen Koeffizienten werden ab jetzt mit aid bzw.
bi abgekiirzt)

Mit dem gleichen System verfihrt man mit allen Zeilen,
Zuerst verdndert man die zweite Zeile und sorgt dafiir,

daB nachfolgend die zweite Spalte verschwindet usf,



Zum SchlufB3 erhdlt man:

L ] ] L] ]
12x2+a13x3+...+a1nxn_b1

1 1 1
x2+a23x +...+q2nxn-b2

x1+a.

LE R

'
x =b
n n

Somit ist das Gleichungsystem auf eine Dreiecksform

gebracht; eine Losung l&dBt sich leicht ablesen,

¢) Rechenaufwand

Mit steigendem Grad der Anpassungspolynome wachst der
Rechenaufwand, denn das zu ldsende Gleichungssystem wird
umfangreicher und die Summen s, und t) miissen fiir ho-

here Indizes berechnet werden, Ein Indikator, der die
Hohe des Rechenaufwands angibt, ist die Zeit, die das

Computerprogramm zum Berechnen des Polynoms braucht.

Die Rechenzeit ist besonders bei groflen Rechenanlagen

recht teuer, darum ist es sinnvoll, einamal das Verhal=-

ten der Rechenzeit bei steigendem Grad zu untersuchen,

Rechen=- 704
zeit in 6o 4

Sekunden 50+
LI'O -+
301
20¢

1o+

o1 1 ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Grad

Die Werte wurden dem Computerprogramm bei der Funktion
f(x)=sin x im Intervall [—5;5] mit 30 Stiitzpunkten ent-

nommen.

Man sieht, daB die Rechenzeit micht linear wichst sonderm
quadratisch, Das ist leicht zu erkldren, wenn man sich das
zu ldsende Gleichungssystem anschaut. Erhéht sich der Grad
um 1, wdchst das lineare Gleichungssystem in zwei Richtun-

gen d.h, es kommt eine Spalte und eine Zeile hinzu,

17
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Kapitel U4:
Fehler

a) allgemein
Grundsadtzlich gibt es zwei Arten von Fehlern

1: Der absolute Fehler
Faps(x)=fq(x)-f,(x)

2: Der relative Fehler

T1(x)=-f2(x)
fg(x)

Dazu betrachtet man den Betrag der FehlergréBen also

Frel(x)=:

IFabs' bzw.'Frel| y da das Vorzeichen nur angibt, wel=-
cher Funktionswert grtBer ist, '

Diese Groflen beziehen sich jedach nur auf ein einziges
Argument. Da man jedoch Aussagen iliber ein ganzes Inter-
vall [a,ﬁ] treffen will, zieht man Stiitzpunkte x; heran,
die auf dem Intervall [a,b] verteilt sind.

Es ist dann

der durchschnittliche absolute Fehler

1
Fdabs=1_1 f%% IFabs(xi”

und

der durchschnittliche relative Fehler

F (xi)l

1
aait, F

Zusdtzlich kann man das Maximum der absoluten bzw., rela-

tiven Fehler bestimmen

Fnaxabs=max lFabs(xi)l
und
Fhmaxre1=max |Frel(xi”

Eé ist nicht sinnvoll, das Fehlerminimum in unserem Fall
zu untersuchen, denn es ist sehr wahrscheinlich, dafB die
Anndherungsfunktion die Urfunktion mindestens einmal schnei-

det, Somit wire

- e
Fninabs®° » Fip 01 &

Im folgenden wird der relative Fehler nicht mehr beachtet,
sondern das Augenmerk auf den durchschnittlichen und maxi-

O

malen absoluten Fehler gerichtet,
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b) Verfahrensabhingige Fehler

In diesem Teil sollen die Fehler untersucht werden, die
allein durch das Verfahren entstehen, Eine Differenz
zwischen Anndherungspolynom und Ausgangsfunktion ist
immer zu erwvarten, Der Fehler wiirde nur dann ganz ver-
schwinden, wenn die Ausgangsfunktion ein Polynom glei=-
chen Grades wie des Anndherungspolynoms widre, Aber z,B,
bei trigonometrischen Funktionen wird trotz beliebiger
Steigerung des Grades der Fehler nie gane verschwinden,
Es bleiben also immer noch Fehler, auch wenn diese so
klein werden, dafl sie nicht mehr beriicksichtigt werden
miissen, Interressant wdre Jjetzt, zu untersuchen, wo die
Fehler im Intervall grofl sind und wo die Fehler gering
gehalten werden, oder anders ausgedriickt: an welchen
Punkten weicht das Anndherungspolynom stark von der Ur-
funktion ab, und wo ist es sehr genau.

Um diesen Sachverhalt zu untersuchen, betrachten wir
zwel Beispiele, indem die Urfunktion und die Fehlerkur-

ve direkt untereinander geschrieben wird,
1, Beispiel: f(x)=sin(sx)+2sin(x+2) im Intervall [—1,5;1,5]

N

Grad des Annéherungspol%?ams: 4

- = = = = - -

I
)
n !

I . T i e o




2, Beispiel: f(x)=sin x im Intervall [o;3]

Grad des Anndherungspolynoms: 2
A
40T Y

0;;-

4 VTR W NN N A 1 [P Y
s N>
2'51 30
[
0,017 :
|
0,02 [ — ?ixhs
f
.:!}}'..!E}
X
2.5, i@
-0,021 ~—

-qoku

Folgende auffdllige Gemeinsamkeiten treten auf:
1: Die Fehlerkurve ist an den Intervallgrenzen am steil-

sten und auBlerhalb des angegebenen Intervalls wichst
die Kurve sehr schnell an bzw, fallt schnell ab, Das
ist nicht verwunderlich, denn das Polynom soll die
Urfunktion nur in den Grenzen annihern; auBerhalb
weicht es mnatiirlich sehr stark ab.

2: Dort,wo die Urfunktion ein lokales Extrem hat, befin-
det sich bei der Fehlerkurve ein Maximum.

3: Dort, wo bei der Fehlerkurve ein lokales Minimum vor-
liegt, hat die Urfunktion eine grofBle Steigung oder fallt

stark ab.
Der 3, Effekt wird unter Umstdnden stark vom 1, Effekt

beeinflusst, dann ndmlich, wenn eine grofle Steigung nahe
an der Intervallgrenze liegt, In diesem Fall liegt das
Minimum der Fehlerkurve etwas weiter innen, denn ganz
auflen tritt der Effekt 1 ein, also groBe Steilheit der

Fehlerkurve,
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Aus diesen Effekten kann man folgendes Ergebnis able=
sen:

An lokalen Extremen und starken Steigungen der Ausgangs-
funktion ist der Fehler sehr grofB; jeweils dazwischen ist

er am geringsten,

c) Rechnerspezifische Fehler

In diesem Teil sollen Fehler untersucht werden, die ein=-
fach durch den Umstand entstehen, daB eine Rechenanlage
verwendet wird,

Da eine Rechenanlage einen endlichen Speicher besitzt,
kann sie Zahlen auch nur mit endlicher Stellenzahl dar-
stellen, Die letzte dargestellte Ziffer ist somit gerun-
det und mit einem Fehler behaftet, der sich je nach Art
des zu losenden Problems mehr oder weniger stark fort-
pflanzt. Bei dem hier vorliegenden Problem kann man von
einer relativ starken Fehlerfortpflanzung sprechen, so
daBl die Frage auftaucht:

Ist es iUberhaupt noch sinnvoll, einen Mehraufwand auf-
zubieten, obwohl zu erwarten ist, daBl durch den groflen
Fehler das Ergebnis zu sehr verfidlscht ist ?

Dieser Mehraufwand kann in unserem Fall zweierlei be-
deuten:

1: Die Anzahl der Stiitzpunkte wird erhdht

2: Der Grad des Annidherungspolynoms wird erhdht

Es so0ll untersucht werden, bis zu welcher Grenze der

Mehraufwand noch lohnt,

Punitt 1:
Zur Erhdhung der Stiitzpunktzahl

Stiitzpunktzahl durchschn, abs, Fehler
5 5,6929
1o 1,2238
15 0,6729
20 0,5988
25 0,584k
30 0,5155
35 o,4854
ho o,4942
b5 04 5057
50 0,4906




Die Tabelle wurde erstellt bei der Funktion
f(x)=2sin(3x)+sin(x+1). Der Grad des Anndherungspo-

lynoms war 8,

Eigentlich miisste der Fehler abnehmen, wenn man die An-
zahl der Stiitzpunkte erhoht, denn die Funktion wird durch
die Stiitzpunkte besser reprédsentiert, da die Liicken kleiner
sind, Die Realitdt weicht jedoch in einem Punkt ab:

Bis zu 35 Stiitzpunkten nimmt der Fehler wie erwvartet, erst
rapide, dann langsamer, ab. Bei 4o Stiitzpunkten nimmt der
Fehler jedoch wider erwarten zu, Danach pendeln sich die
Fehler um 0,5 ein; eine Verbesserung tritt also nicht

mehr ein, Fiir dieses Verhalten kann nur die Fehlerfort-
pflanzung verantwortlich gemacht werden,

Fazit: Um ca. 35 Stiitzpunkte reichen fiir die Abarbeitung
dieses Programms vollig aus,

Punkt 2:
Zur Erhohung des Grades

A5<
Fdabs

‘4;0 -

054

Vv

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1o
Grad

Die Tabelle wurde bei der Funktion
f(x)=sin(2x)+3sin(x+1)+2sin(5x-3)
im Intervall [[0;3] erstellt,

Auch hier miisste erwartet werden, daB sich der Mehrauf-
wand lohnt, doch nach dem Tiefpunkt beim Grad 6 steigt
der Fehler wieder an. Auch hier ist die mangelnde Rechen=-
genauigkeit schuld,

Das Fazit hier:

Leider kann hier kein einheitlicher Grad angegeben wer-
den, der fiir jedeFunktion die besten Ergebnisse liefert,
denn das Verhalten der Urfunktion ist hierbei von ent-
scheidender Bedeutung. In jedem Fall ist Grad 8 die Ober-

grenze der VerlédBlichkeit, bis zu der man noch bedenkenlos
gehen kann,
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